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Motivacion

@ En este capitulo nos centramos en otra forma de formalizar el
concepto de calculabilidad efectiva: los programas de maquinas de
registros.
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Motivacion

@ En este capitulo nos centramos en otra forma de formalizar el
concepto de calculabilidad efectiva: los programas de maquinas de
registros.

@ Nuestro primer objetivo es mostrar que todas las funciones parciales
recursivas generales también son computables mediante maquinas de
registros.
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Motivacion

@ En este capitulo nos centramos en otra forma de formalizar el
concepto de calculabilidad efectiva: los programas de maquinas de
registros.

@ Nuestro primer objetivo es mostrar que todas las funciones parciales
recursivas generales también son computables mediante maquinas de
registros.

@ Este hecho nos permitira aplicar nuestro trabajo en el Capitulo 2 para
ver que muchas funciones cotidianas son computables por maquinas
de registros.
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Motivacion

@ En este capitulo nos centramos en otra forma de formalizar el
concepto de calculabilidad efectiva: los programas de maquinas de
registros.

@ Nuestro primer objetivo es mostrar que todas las funciones parciales
recursivas generales también son computables mediante maquinas de
registros.

@ Este hecho nos permitira aplicar nuestro trabajo en el Capitulo 2 para
ver que muchas funciones cotidianas son computables por maquinas
de registros.

@ Usando esto, podremos construir un programa universal, es decir, un
programa para calcular la funcién parcial ®(w, z) = el resultado de
aplicar el programa codificado por w a la entrada .
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Maquinas de registros |

Recuerde del Capitulo 1 que un programa de maquina de registros es una
secuencia finita de instrucciones de los siguientes tipos:

@ ‘Incrementa r", I r (donde 0 < r < K): El efecto de esta instruccién es aumentar
el contenido del registro 7 en 1. Luego, la maquina pasa a la siguiente instruccién
del programa (si corresponde).
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Recuerde del Capitulo 1 que un programa de maquina de registros es una
secuencia finita de instrucciones de los siguientes tipos:

@ ‘Incrementa r", I r (donde 0 < r < K): El efecto de esta instruccién es aumentar
el contenido del registro 7 en 1. Luego, la maquina pasa a la siguiente instruccién
del programa (si corresponde).

@ “Decrementa 7", D r (donde 0 < r < K): El efecto de esta instruccién depende
del contenido del registro r. Si ese niumero es distinto de cero, se decrementa en 1
y la maquina no pasa a la siguiente instruccidn, sino a la siguiente de la siguiente.
Pero si el niimero en el registro r es cero, la maquina simplemente pasa a la
siguiente instruccién. En resumen, la maquina intenta disminuir el registro r vy, si
tiene éxito, se salta una instruccion.

Martinez (FCC-BUAP) Programas y Méquinas |



Maquinas de registros |

Recuerde del Capitulo 1 que un programa de maquina de registros es una
secuencia finita de instrucciones de los siguientes tipos:

@ ‘Incrementa r", I r (donde 0 < r < K): El efecto de esta instruccién es aumentar
el contenido del registro 7 en 1. Luego, la maquina pasa a la siguiente instruccién
del programa (si corresponde).

@ “Decrementa 7", D r (donde 0 < r < K): El efecto de esta instruccién depende
del contenido del registro r. Si ese niumero es distinto de cero, se decrementa en 1
y la maquina no pasa a la siguiente instruccidn, sino a la siguiente de la siguiente.
Pero si el niimero en el registro r es cero, la maquina simplemente pasa a la
siguiente instruccién. En resumen, la maquina intenta disminuir el registro r vy, si
tiene éxito, se salta una instruccion.

@ "“Jump ¢", J g (donde ¢ es un niimero entero: positivo, negativo o cero): todos los
registros se dejan sin cambios. La maquina toma como siguiente instruccién la
g—ésima instruccién que sigue a ésta en el programa (si ¢ = 0), o la |g|—ésima
instruccién que precede a ésta (si ¢ < 0). La mdquina se detiene si no existe tal
instruccién en el programa. La instruccién J 0 da como resultado un bucle, en el
que la maquina ejecuta esta instruccidén una y otra vez.
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@ Ahora supongamos que f es una funcién parcial de aridad n sobre N.
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@ Posiblemente habrd un programa P tal que si iniciamos una maquina
de registros (que tiene todos los registros a los que P se refiere) con
Z1,...,Ty en los registros 1,...,ny 0 en los demds registros, y
aplicamos el programa P, entonces se cumplen las siguientes
condiciones:
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@ Posiblemente habrd un programa P tal que si iniciamos una maquina
de registros (que tiene todos los registros a los que P se refiere) con
Z1,...,Ty en los registros 1,...,ny 0 en los demds registros, y
aplicamos el programa P, entonces se cumplen las siguientes
condiciones:

o Si f(z1,...,xy,) estd definida, entonces el célculo finalmente termina
con f(z1,...,%y,) en el registro 0. Ademas, el calculo termina
buscando la (p + 1)—ésima instruccién, donde p es la longitud de P.
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@ Posiblemente habrd un programa P tal que si iniciamos una maquina
de registros (que tiene todos los registros a los que P se refiere) con
Z1,...,Ty en los registros 1,...,ny 0 en los demds registros, y
aplicamos el programa P, entonces se cumplen las siguientes
condiciones:

o Si f(z1,...,xy,) estd definida, entonces el célculo finalmente termina
con f(z1,...,%y,) en el registro 0. Ademas, el calculo termina
buscando la (p + 1)—ésima instruccién, donde p es la longitud de P.

e Si f(x1,...,2,) no estd definida, entonces el cédlculo nunca termina.
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@ Si existe tal programa P, decimos que P calcula f, observe que
cuando iniciamos la ejecucién de un programa, hay tres posibilidades:
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@ podria ejecutarse para siempre;
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@ podria detenerse “bien”, al buscar la primera instruccién que no esta
allf;
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Maquinas de registros Il

@ podria detenerse “mal”, ya sea intentando saltar a algin lugar antes
del inicio del programa o intentando avanzar a una instruccién,
inexistente, después de la dltima instruccién del programa.
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@ En nuestra definicién de “P calcula f", hemos elegido descartar
paradas incorrectas.
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@ Esto serd conveniente para ejecutar programas de principio a fin.
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Maquinas de registros IV

@ Por ejemplo, la funcién de suma x + y se calcula mediante un
programa de maquina de registros dado en el Capitulo 1.
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Maquinas de registros IV

@ Por ejemplo, la funcién de suma x + y se calcula mediante un
programa de maquina de registros dado en el Capitulo 1.
@ Ademis, en el Capitulo 1, vimos algunas subrutinas bdsicas:

CLEAR r Borra el registro r.
MOVE from r to s Se borra el registro 7.

COPY from r to s using t El registro r no cambia.
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Maquinas de registros IV

@ Por ejemplo, la funcién de suma x + y se calcula mediante un
programa de maquina de registros dado en el Capitulo 1.
@ Ademis, en el Capitulo 1, vimos algunas subrutinas bdsicas:

CLEAR r Borra el registro r.
MOVE from r to s Se borra el registro 7.

COPY from r to s using t El registro r no cambia.

o Estas subrutinas tienen longitud 3, 7 y 15, respectivamente.
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Maquinas de registros V

@ Para un ejemplo trivial, la funcidén constante cero de aridad n se
calcula mediante el programa vacio y por nuestro programa de tres
lineas para borrar el registro 0:

E D 0 Try to decrement 0.

I 2
J -2 ] Go back and repeat.
Halt.
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@ Para un ejemplo trivial, la funcidén constante cero de aridad n se
calcula mediante el programa vacio y por nuestro programa de tres
lineas para borrar el registro 0:

E D 0 Try to decrement 0.

I 2
J -2 ] Go back and repeat.
Halt.

@ Las flechas son para ayudarnos a ver lo que hace el programa.
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@ Para un ejemplo trivial, la funcidén constante cero de aridad n se
calcula mediante el programa vacio y por nuestro programa de tres
lineas para borrar el registro 0:

E D 0 Try to decrement 0.

I 2
J -2 ] Go back and repeat.
Halt.

@ Las flechas son para ayudarnos a ver lo que hace el programa.

@ Ademds, al agregar algunos instrucciones de incremento, podemos ver
que cualquier funcién constante total se calcula mediante algin
programa de registros.
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Maquinas de registros VI

@ La funcidn sucesora de aridad uno S(x) = = + 1 es calculada por el
programa que mueve el contenido del registro 1 (llame a este nimero
[1]) al registro 0 y luego incrementa el niimero:

D 1 Take 1 from [1].
J 3 Exit when zero.
1 0 Add 1 to [0].

I -3 Repeat.

1 0

Add 1 to [0].
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@ La funcidn sucesora de aridad uno S(x) = = + 1 es calculada por el
programa que mueve el contenido del registro 1 (llame a este nimero
[1]) al registro 0 y luego incrementa el niimero:

D 1 Take 1 from [1].
J 3 Exit when zero.
1 0 Add 1 to [0].

I -3 Repeat.

1 0 Add 1 to [0].

@ La funcién de proyecciéon I,"f es calculada por el programa de siete
lineas que mueve el contenido del registro n al registro 0.
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Maquinas de registros VII

@ A continuacién, queremos mostrar que la clase de funciones parciales
calculadas por programas de maquinas de registros estd cerrada bajo
composicion.
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@ A continuacién, queremos mostrar que la clase de funciones parciales
calculadas por programas de maquinas de registros estd cerrada bajo
composicion.

o Es decir, queremos saber que siempre que tengamos programas de
maquinas de registros que calculen f, g1,...,9, Y

h(f) = f(gl<f)7 s 7gn(‘f))7

entonces podemos producir un programa para h.
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@ A continuacién, queremos mostrar que la clase de funciones parciales
calculadas por programas de maquinas de registros estd cerrada bajo
composicion.

o Es decir, queremos saber que siempre que tengamos programas de
maquinas de registros que calculen f, g1,...,9, Y

h(f) = f(gl<f)7 s 7gn(‘f))7

entonces podemos producir un programa para h.

@ Esto implica encadenar varios programas.
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A continuacidn, queremos mostrar que la clase de funciones parciales
calculadas por programas de maquinas de registros estd cerrada bajo
composicion.

Es decir, queremos saber que siempre que tengamos programas de
maquinas de registros que calculen f, g1,...,9, Y

h(f) = f(gl<f)7 s 79n(‘f))7

entonces podemos producir un programa para h.
Esto implica encadenar varios programas.

Pero se debe tener cuidado para asegurarse de que un programa no
tropiece con la basura dejada por un programa anterior y que no
borre los datos necesarios para un programa posterior.
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Maquinas de registros VIII

@ Sabemos lo que significa que P calcule f: cuando le proporcionamos
a P las condiciones ideales (la entrada en los registros 1,...,k, los
otros registros estan vacios), entonces P regresara (en el registro 0) el
valor de la funcidn, si estd definido.
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@ Sabemos lo que significa que P calcule f: cuando le proporcionamos
a P las condiciones ideales (la entrada en los registros 1,...,k, los
otros registros estan vacios), entonces P regresara (en el registro 0) el
valor de la funcidn, si estd definido.

@ Pero necesitamos un programa que sea menos complicado.
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@ Sabemos lo que significa que P calcule f: cuando le proporcionamos
a P las condiciones ideales (la entrada en los registros 1,...,k, los
otros registros estan vacios), entonces P regresara (en el registro 0) el
valor de la funcidn, si estd definido.

@ Pero necesitamos un programa que sea menos complicado.

@ jQué pasa si las condiciones no son ideales?

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Programas y Méquinas |



Maquinas de registros VIII

@ Sabemos lo que significa que P calcule f: cuando le proporcionamos
a P las condiciones ideales (la entrada en los registros 1,...,k, los
otros registros estan vacios), entonces P regresara (en el registro 0) el
valor de la funcidn, si estd definido.

@ Pero necesitamos un programa que sea menos complicado.
@ jQué pasa si las condiciones no son ideales?

@ Supongamos que la entrada estd en los registros r1,..., 7, donde
estos son k niimeros distintos (no necesariamente consecutivos y no
necesariamente en orden creciente). Y supongamos que no queremos
prometer que los demas registros estén vacios.
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@ Sabemos lo que significa que P calcule f: cuando le proporcionamos
a P las condiciones ideales (la entrada en los registros 1,...,k, los
otros registros estan vacios), entonces P regresara (en el registro 0) el
valor de la funcidn, si estd definido.

@ Pero necesitamos un programa que sea menos complicado.

@ jQué pasa si las condiciones no son ideales?

@ Supongamos que la entrada estd en los registros r1,..., 7, donde
estos son k niimeros distintos (no necesariamente consecutivos y no
necesariamente en orden creciente). Y supongamos que no queremos
prometer que los demas registros estén vacios.

@ Ademds, queremos un programa que no borra ni altera el contenido

de los primeros s registros, para algiin nimero grande s queremos que
la informacién de esos registros se mantenga segura.
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@ Sabemos lo que significa que P calcule f: cuando le proporcionamos
a P las condiciones ideales (la entrada en los registros 1,...,k, los
otros registros estan vacios), entonces P regresara (en el registro 0) el
valor de la funcidn, si estd definido.

@ Pero necesitamos un programa que sea menos complicado.
@ jQué pasa si las condiciones no son ideales?

@ Supongamos que la entrada estd en los registros r1,..., 7, donde
estos son k niimeros distintos (no necesariamente consecutivos y no
necesariamente en orden creciente). Y supongamos que no queremos
prometer que los demas registros estén vacios.

@ Ademds, queremos un programa que no borra ni altera el contenido
de los primeros s registros, para algiin nimero grande s queremos que
la informacién de esos registros se mantenga segura.

@ Esto es lo que queremos, formulado como una definicién:
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Maquinas de registros IX

@ Definicion: Supongamos que f es una funcién parcial de aridad &k, Q
€s un programa, 71,...,7, son nimeros naturales distintos, y s y t
son nimeros naturales.
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@ Definicion: Supongamos que f es una funcién parcial de aridad &k, Q
€s un programa, 71,...,7, son nimeros naturales distintos, y s y t
son nimeros naturales.

@ Entonces decimos que O calcula f a partir de los registros r1,..., 7%
en t preservando s si cada vez que iniciamos una maquina de registros
(con suficientes registros) con el programa Q 'y con aq,...,ax en los
registros r1,...,T, entonces no importa lo que haya inicialmente en
los otros registros, tenemos los siguientes resultados finales:
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@ Definicion: Supongamos que f es una funcién parcial de aridad &k, Q
€s un programa, 71,...,7, son nimeros naturales distintos, y s y t
son nimeros naturales.

@ Entonces decimos que O calcula f a partir de los registros r1,..., 7%
en t preservando s si cada vez que iniciamos una maquina de registros
(con suficientes registros) con el programa Q 'y con aq,...,ax en los
registros r1,...,T, entonces no importa lo que haya inicialmente en
los otros registros, tenemos los siguientes resultados finales:

e Si f(ai,...,ax) estd definida, entonces el célculo finalmente se detiene
(es decir, se detiene buscando la primera instruccién inexistente, la
(¢ + 1)-ésima instruccién, donde ¢ es la longitud de Q), con el valor
flay,...,ax) en t. Ademds, los primeros s registros, los registros
0,1,...,s—1, contienen los mismos niimeros que tenian inicialmente,
excepto posiblemente el de ¢.
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@ Definicion: Supongamos que f es una funcién parcial de aridad &k, Q
€s un programa, 71,...,7, son nimeros naturales distintos, y s y t
son nimeros naturales.

@ Entonces decimos que O calcula f a partir de los registros r1,..., 7%
en t preservando s si cada vez que iniciamos una maquina de registros
(con suficientes registros) con el programa Q 'y con aq,...,ax en los
registros r1,...,T, entonces no importa lo que haya inicialmente en
los otros registros, tenemos los siguientes resultados finales:

e Si f(ai,...,ax) estd definida, entonces el célculo finalmente se detiene
(es decir, se detiene buscando la primera instruccién inexistente, la
(¢ + 1)-ésima instruccién, donde ¢ es la longitud de Q), con el valor
flay,...,ax) en t. Ademds, los primeros s registros, los registros
0,1,...,s—1, contienen los mismos niimeros que tenian inicialmente,
excepto posiblemente el de ¢.

e Si f(a,...,ax) no estd definida, entonces el calculo nunca se detiene.
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@ Como caso especial, podemos decir que si Q calcula f a partir de
1,...,k en O preservando 0, entonces Q calcula f (en el sentido
definido originalmente).
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Maquinas de registros X

@ Como caso especial, podemos decir que si Q calcula f a partir de
1,...,k en O preservando 0, entonces Q calcula f (en el sentido
definido originalmente).

@ Lo contrario no es del todo cierto debido a la cuestion de si los
registros estan inicialmente vacios.
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Maquinas de registros X

@ Como caso especial, podemos decir que si Q calcula f a partir de
1,...,k en O preservando 0, entonces Q calcula f (en el sentido
definido originalmente).

@ Lo contrario no es del todo cierto debido a la cuestion de si los
registros estan inicialmente vacios.

o El siguiente lema dice que podemos tener lo que pide la definicién
anterior.
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Maquinas de registros X

@ Como caso especial, podemos decir que si Q calcula f a partir de
1,...,k en O preservando 0, entonces Q calcula f (en el sentido
definido originalmente).

@ Lo contrario no es del todo cierto debido a la cuestion de si los
registros estan inicialmente vacios.

o El siguiente lema dice que podemos tener lo que pide la definicién
anterior.

@ Lema: Supongamos que el programa P calcula la funcién parcial f
de aridad k. Sean rq,...,r, nimeros naturales distintos. Sean t y s
nimeros naturales. Entonces podemos encontrar un programa Q que
calcule f a partir de r1,...,7 en t preservando s.
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Maquinas de registros Xl

@ Prueba: Sea M la direccion mas grande en P (es decir, el ndmero
mdas grande tal que alguna instruccién de incremento o decremento en
P direcciona el registro M).
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Maquinas de registros Xl

@ Prueba: Sea M la direccion mas grande en P (es decir, el ndmero
mdas grande tal que alguna instruccién de incremento o decremento en
P direcciona el registro M).

@ Probablemente M > k; si no luego aumente M para que sea k + 1.
Sea j el mayor de los nimeros s,71, ..., 7.
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@ Prueba: Sea M la direccion mas grande en P (es decir, el ndmero
mdas grande tal que alguna instruccién de incremento o decremento en
P direcciona el registro M).

@ Probablemente M > k; si no luego aumente M para que sea k + 1.

Sea j el mayor de los nimeros s,71, ..., 7.
@ Aqui estd el programa Q:

COPY
COPY

COPY
CLEAR
CLEAR
CLEAR

CLEAR
P
MOVE

r1 to 7+ 1 usando j + 2
r2 to j + 2 usando j + 3

rp toj+ kusando j+k+1
J

j+k+1

jt+k+2

j+ M
reubicado por j
dejat(sij#t)

valle Martinez (FCC-BUAP)

Programas y Magquinas |



Maquinas de registros Xl

@ Aqui, “reubicado por j" significa que j se agrega a la direccién de todas las instrucciones
de incremento y decremento.
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@ Aqui, “reubicado por j" significa que j se agrega a la direccién de todas las instrucciones
de incremento y decremento.

@ Por tanto, el programa reubicado opera en los registros j,7 + 1,...,7 + M exactamente
como P operéd en los registros 0,1, ..., M.
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@ Aqui, “reubicado por j" significa que j se agrega a la direccién de todas las instrucciones
de incremento y decremento.

@ Por tanto, el programa reubicado opera en los registros j,7 + 1,...,7 + M exactamente
como P operéd en los registros 0,1, ..., M.
@ Dado que P calcula f, el programa reubicado dejard f(a1,...,ar), si estd definido, en el

registro j.
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Aqui, “reubicado por j" significa que j se agrega a la direccién de todas las instrucciones
de incremento y decremento.

Por tanto, el programa reubicado opera en los registros j,7 + 1,...,7 + M exactamente
como P operéd en los registros 0,1, ..., M.

Dado que P calcula f, el programa reubicado dejard f(a1,...,ax), si estd definido, en el
registro j.

El programa Q entonces mueve j al registro ¢.
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@ Aqui, “reubicado por j" significa que j se agrega a la direccién de todas las instrucciones
de incremento y decremento.

@ Por tanto, el programa reubicado opera en los registros j,7 + 1,...,7 + M exactamente
como P operéd en los registros 0,1, ..., M.
@ Dado que P calcula f, el programa reubicado dejard f(a1,...,ar), si estd definido, en el
registro j.
@ El programa Q entonces mueve j al registro t.
@ Exceptuando al registro t, el programa deja los registros 0,1,...,5 — 1 sin alterar. El
siguiente mapa ilustra cémo Q usa los registros:
registro 0 intacto
registro 1 intacto
registro j—1 intacto
registro J salida
registro Jj+1 entrada
registro Jj+k entrada

registro j+k+1 espacio de trabajo

registro J+ M espacio de trabajo
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o El lema serd una herramienta dtil siempre que necesitemos unir
diferentes programas.
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o El lema serd una herramienta dtil siempre que necesitemos unir
diferentes programas.

@ Como nuestra primera aplicacién de este lema, podemos demostrar
que la clase de funciones parciales computables por maquinas de
registros es cerrada bajo composicién.
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o El lema serd una herramienta dtil siempre que necesitemos unir
diferentes programas.

@ Como nuestra primera aplicacién de este lema, podemos demostrar
que la clase de funciones parciales computables por maquinas de
registros es cerrada bajo composicién.

@ Teorema: La clase de funciones parciales computables por maquinas
de registros es cerrada bajo composicién. Es decir, siempre que
tengamos programas de maquinas de registros que calculen funciones
parciales f, g1, ..., gn de las cuales se obtiene h por composicion,
entonces podemos hacer un programa que calcula la funcién parcial h.
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@ Prueba: Supongamos que la funcién parcial h de aridad k se obtiene por
composicién de fy gi,...,gn:

hZE) = f(91(Z), - .., gn (7).
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@ Prueba: Supongamos que la funcién parcial h de aridad k se obtiene por
composicién de fy gi,...,gn:

hZE) = f(91(Z), - .., gn (7).

@ Supongamos ademds que tenemos programas que calculan f, g1, ..., gn. queremos
hacer un programa que calcule h. El cual es el siguiente:

Calcule g1 a partirde 1,...,k a k + 1, conservando k + 1.
Calcule g2 a partirde 1,...,k a k + 2, conservando k + 2.

Calcule g, a partirde 1,...,k a kK + n, conservando k + n.

Calcule f a partirde k+1,...,k+n a 0, conservando 0.
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@ Prueba: Supongamos que la funcién parcial h de aridad k se obtiene por
composicién de fy gi,...,gn:

hZE) = f(91(Z), - .., gn (7).

@ Supongamos ademds que tenemos programas que calculan f, g1, ..., gn. queremos
hacer un programa que calcule h. El cual es el siguiente:

Calcule g1 a partirde 1,...,k a k + 1, conservando k + 1.
Calcule g2 a partirde 1,...,k a k + 2, conservando k + 2.

Calcule g, a partirde 1,...,k a kK + n, conservando k + n.

Calcule f a partirde k+1,...,k+n a 0, conservando 0.

@ Aqui, nos basamos en el lema para proporcionar los componentes del programa.
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Prueba: Supongamos que la funcién parcial h de aridad k se obtiene por
composicién de fy gi,...,gn:

hZE) = f(91(Z), - .., gn (7).

Supongamos ademds que tenemos programas que calculan f, g1,..., gn. queremos
hacer un programa que calcule h. El cual es el siguiente:

Calcule g1 a partirde 1,...,k a k + 1, conservando k + 1.
Calcule g2 a partirde 1,...,k a k + 2, conservando k + 2.

Calcule g, a partirde 1,...,k a kK + n, conservando k + n.

Calcule f a partirde k+1,...,k+n a 0, conservando 0.

@ Aqui, nos basamos en el lema para proporcionar los componentes del programa.

@ Observe que para que el programa se detenga, necesitamos que las funciones

g1(Z), ..., gn (&) estén definidas y necesitamos que f esté definida en
91(Z), ..., gn (). =

FCC-BUAP)



Maquinas de registros XV

@ Por ejemplo, supongamos que h estd dada por la ecuacién
h(z,y,z) = f(g9(2,y),7,x) y tenemos programas de registros para [y g.
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Maquinas de registros XV

@ Por ejemplo, supongamos que h estd dada por la ecuacién
h(z,y,z) = f(g9(2,y),7,x) y tenemos programas de registros para [y g.

@ Del teorema anterior se deduce que h es computable por alguna maquina de
registros. Podemos escribir

h(x,y,z) = f(g(Ig(x7y,z)7Ig’(gc,y,z)),K7(:U,y,z),If’(x,y,z))

(donde K77 es una funcién constante) y aplicar el teorema dos veces, primero
para obtener g(I3(x,y, 2), I3(x,y,2)) y luego para obtener h.
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@ Por ejemplo, supongamos que h estd dada por la ecuacién
h(z,y,z) = f(g9(2,y),7,x) y tenemos programas de registros para [y g.

@ Del teorema anterior se deduce que h es computable por alguna maquina de
registros. Podemos escribir

h(x,y,z) = f(g(Ig(x7y,z)7Ig’(gc,y,z)),K7(:U,y,z),If’(x,y,z))

(donde K77 es una funcién constante) y aplicar el teorema dos veces, primero
para obtener g(I3(x,y, 2), I3(x,y,2)) y luego para obtener h.

@ La moraleja de este ejemplo es que podemos poner libremente las variables
donde queramos y aplicar composicién con funciones de proyeccién para
justificar lo que hemos hecho.
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@ Por ejemplo, supongamos que h estd dada por la ecuacién
h(z,y,z) = f(g9(2,y),7,x) y tenemos programas de registros para [y g.

@ Del teorema anterior se deduce que h es computable por alguna maquina de
registros. Podemos escribir

h(x,y,z) = f(g(Ig(x7y,z)7Ig’(gc,y,z)),K7(:U,y,z),If’(x,y,z))

(donde K77 es una funcién constante) y aplicar el teorema dos veces, primero
para obtener g(I3(x,y, 2), I3(x,y,2)) y luego para obtener h.

@ La moraleja de este ejemplo es que podemos poner libremente las variables
donde queramos y aplicar composicién con funciones de proyeccién para
justificar lo que hemos hecho.

@ En particular, si

h((El,fE27 cee 7mm) = f(,,,7 It A 777)7

donde cada espacio en blanco se llena con algtlin x; o alguna constante,
entonces a partir de un programa para f podemos obtener un programa para
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@ Adn asi, este capitulo atin no ha producido un programa para una sola
funcidén “interesante”.
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@ Adn asi, este capitulo atin no ha producido un programa para una sola
funcidén “interesante”.

@ Para eso, necesitamos un resultado de cerradura mas: cerradura bajo
recursividad primitiva.
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@ Adn asi, este capitulo atin no ha producido un programa para una sola
funcidén “interesante”.

@ Para eso, necesitamos un resultado de cerradura mas: cerradura bajo
recursividad primitiva.

@ Es decir, queremos saber que si h se obtiene de f y g mediante recursividad
primitiva
h(Z,0) = f(Z)
W@,y +1) = g(h(Z,y), 7, y)

y tenemos programas de registros para f y g, entonces podemos obtener un
programa para h.
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Adln asi, este capitulo atin no ha producido un programa para una sola
funcidén “interesante”.

Para eso, necesitamos un resultado de cerradura mds: cerradura bajo
recursividad primitiva.

Es decir, queremos saber que si i se obtiene de f y g mediante recursividad
primitiva
h(Z,0) = f(Z)
W@,y +1) = g(h(Z,y), 7, y)

y tenemos programas de registros para f y g, entonces podemos obtener un
programa para h.

O en el caso de que ¥ esté vacio
h(0) =m
h(y +1) = g(h(y),y)

(para algin ndmero m) y tenemos un programa para g, entonces queremos
saber si podemos obtener un programa para h.
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@ De ello se deducira que todas las funciones recursivas primitivas (en
particular, las del Capitulo 2) son computables por maquinas de
registros.
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@ De ello se deducira que todas las funciones recursivas primitivas (en
particular, las del Capitulo 2) son computables por maquinas de
registros.

@ Y finalmente, veremos que la clase de funciones computables de
madquinas de registros incluye mucho mas que los ejemplos simplistas
con los que comenzamos.
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@ De ello se deducira que todas las funciones recursivas primitivas (en
particular, las del Capitulo 2) son computables por maquinas de
registros.

@ Y finalmente, veremos que la clase de funciones computables de
madquinas de registros incluye mucho mas que los ejemplos simplistas
con los que comenzamos.

@ Teorema: La clase de funciones parciales computables por maquinas
de registros es cerrada bajo recursividad primitiva.
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@ De ello se deducira que todas las funciones recursivas primitivas (en
particular, las del Capitulo 2) son computables por maquinas de
registros.

@ Y finalmente, veremos que la clase de funciones computables de
madquinas de registros incluye mucho mas que los ejemplos simplistas
con los que comenzamos.

@ Teorema: La clase de funciones parciales computables por maquinas
de registros es cerrada bajo recursividad primitiva.

@ Prueba: Supongamos que h es la funcién parcial de aridad (n + 1)
obtenida por recursién primitiva a partir de las funciones parciales f y

g:
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@ De ello se deducira que todas las funciones recursivas primitivas (en
particular, las del Capitulo 2) son computables por maquinas de
registros.

@ Y finalmente, veremos que la clase de funciones computables de
madquinas de registros incluye mucho mas que los ejemplos simplistas
con los que comenzamos.

@ Teorema: La clase de funciones parciales computables por maquinas
de registros es cerrada bajo recursividad primitiva.

@ Prueba: Supongamos que h es la funcién parcial de aridad (n + 1)
obtenida por recursién primitiva a partir de las funciones parciales f y
g:

hZ,0) = f(Z)
h(fv y+ 1) = g(h(fa y)a z, y)

@ Supongamos que tenemos programas de registros para f y g.
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@ De ello se deducira que todas las funciones recursivas primitivas (en
particular, las del Capitulo 2) son computables por maquinas de
registros.

@ Y finalmente, veremos que la clase de funciones computables de
madquinas de registros incluye mucho mas que los ejemplos simplistas
con los que comenzamos.

@ Teorema: La clase de funciones parciales computables por maquinas
de registros es cerrada bajo recursividad primitiva.

@ Prueba: Supongamos que h es la funcién parcial de aridad (n + 1)
obtenida por recursién primitiva a partir de las funciones parciales f y
g:

hZ,0) = f(Z)
h(fv y+ 1) = g(h(fa y)a z, y)

@ Supongamos que tenemos programas de registros para f y g.
@ Necesitamos hacer un programa para h.
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@ El programa comenzard con zy,...,xy,,y en los registros
1,2,....n,n+ 1.
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@ El programa comenzard con zy,...,xy,,y en los registros
1,2,...,n,n+ 1.

e El programa pondrad h(Z,t) en el registro O primero para t = 0, luego
para t = 1, y asi sucesivamente hasta t = y.
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@ El programa comenzard con zy,...,xy,,y en los registros
1,2,...,n,n+ 1.

e El programa pondrad h(Z,t) en el registro O primero para t = 0, luego
para t = 1, y asi sucesivamente hasta t = y.

@ El nimero t se mantiene en el registro n + 2, que inicialmente
contiene 0.
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El programa comenzara con x1,...,x,,y en los registros
1,2,...,n,n+ 1.

El programa pondra h(Z,t) en el registro 0 primero para t = 0, luego
para t = 1, y asi sucesivamente hasta t = y.

El nimero ¢ se mantiene en el registro n + 2, que inicialmente

contiene 0.
El siguiente mapa ilustra este uso:

registro 0 h(Z,t)
registro 1 1
registro n Ty

registro n+1 y—t
registro n+2 t

registro n+3 espacio de trabajo
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@ Aqui esta el programa:

Calculate f from 1,..., nto 0, preserving n + 3

D n+1 Begin loop.

J «x+3 Halt when done.
Calculate g from 0, 1,...,|n, n + 2 to 0, preserving n + 3

I n4+2 t:=t+1

I —(+3) Repeat loop.

Halt.
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@ Aqui esta el programa:

Calculate f from 1,..., nto 0, preserving n + 3

D n+1 Begin loop.
J «x+3 Halt when done.
Calculate g from 0, 1,...,|n, n + 2 to 0, preserving n + 3
I n4+2 t:=t+1
I —(+3) Repeat loop.
Halt.

@ Aqui * es la longitud del programa que se utiliza para g.
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@ Para ver la correccién de este programa, establecemos lo siguiente:
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@ Para ver la correccién de este programa, establecemos lo siguiente:

e Afirmacién: Cada vez que llegamos a la instruccién D n + 1 (al
comienzo del ciclo), después de ejecutar el ciclo k veces,
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@ Para ver la correccién de este programa, establecemos lo siguiente:

e Afirmacién: Cada vez que llegamos a la instruccién D n + 1 (al
comienzo del ciclo), después de ejecutar el ciclo k veces,

e el registro 0 contiene h(Z, k),
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@ Para ver la correccién de este programa, establecemos lo siguiente:

e Afirmacién: Cada vez que llegamos a la instruccién D n + 1 (al
comienzo del ciclo), después de ejecutar el ciclo k veces,

e el registro 0 contiene h(Z, k),
o el registro n + 1 contiene y — k,
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@ Para ver la correccién de este programa, establecemos lo siguiente:
e Afirmacién: Cada vez que llegamos a la instruccién D n + 1 (al
comienzo del ciclo), después de ejecutar el ciclo k veces,
e el registro 0 contiene h(Z, k),
o el registro n + 1 contiene y — k,
o el registro n + 2 contiene k.
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@ Para ver la correccién de este programa, establecemos lo siguiente:
e Afirmacién: Cada vez que llegamos a la instruccién D n + 1 (al
comienzo del ciclo), después de ejecutar el ciclo k veces,
e el registro 0 contiene h(Z, k),
o el registro n + 1 contiene y — k,
o el registro n + 2 contiene k.
o La afirmacién de que existen “invariantes de ciclo” se demuestra por
induccién (como es habitual en programas con ciclos) sobre k.
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@ Para k = 0, cuando lleguemos a D n + 1 sin haber ejecutado el bucle en
absoluto, el registro 0 contiene f(Z), que es h(x,0), el registro n + 1 no se
modifica, por lo que todavia contiene y, y el registro n + 2 sigue siendo 0.
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@ Para k = 0, cuando lleguemos a D n + 1 sin haber ejecutado el bucle en
absoluto, el registro 0 contiene f(Z), que es h(x,0), el registro n + 1 no se
modifica, por lo que todavia contiene y, y el registro n + 2 sigue siendo 0.

@ Ahora vamos al paso inductivo. En el (k + 1)-ésimo paso por el ciclo,
decrementamos el registro n + 1 (segtin la hipétesis inductiva, anteriormente
contenia y — k, por lo que ahora es y — (k + 1)), incrementamos el registro
n + 2 (anteriormente contenia k, por lo que ahora es (k + 1), y en el registro
0 ponemos g(h(Z, k), Z, k), que de hecho es h(Z, k + 1).
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@ Para k = 0, cuando lleguemos a D n + 1 sin haber ejecutado el bucle en
absoluto, el registro 0 contiene f(Z), que es h(x,0), el registro n + 1 no se
modifica, por lo que todavia contiene y, y el registro n + 2 sigue siendo 0.

@ Ahora vamos al paso inductivo. En el (k + 1)-ésimo paso por el ciclo,
decrementamos el registro n + 1 (segtin la hipétesis inductiva, anteriormente
contenia y — k, por lo que ahora es y — (k + 1)), incrementamos el registro
n + 2 (anteriormente contenia k, por lo que ahora es (k + 1), y en el registro
0 ponemos g(h(Z, k), Z, k), que de hecho es h(Z, k + 1).

@ Entonces, por induccién, la afirmacién se cumple cada vez que iniciamos el
ciclo. El programa se detiene cuando iniciamos el ciclo con 0 en el registro
n+ 1.
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@ Para k = 0, cuando lleguemos a D n + 1 sin haber ejecutado el bucle en
absoluto, el registro 0 contiene f(Z), que es h(x,0), el registro n + 1 no se
modifica, por lo que todavia contiene y, y el registro n + 2 sigue siendo 0.

@ Ahora vamos al paso inductivo. En el (k + 1)-ésimo paso por el ciclo,
decrementamos el registro n + 1 (segtin la hipétesis inductiva, anteriormente
contenia y — k, por lo que ahora es y — (k + 1)), incrementamos el registro
n + 2 (anteriormente contenia k, por lo que ahora es (k + 1), y en el registro
0 ponemos g(h(Z, k), Z, k), que de hecho es h(Z, k + 1).

@ Entonces, por induccién, la afirmacién se cumple cada vez que iniciamos el
ciclo. El programa se detiene cuando iniciamos el ciclo con 0 en el registro
n+ 1.

@ En este punto, hemos hecho el ciclo y veces (por la afirmacién), y el registro
0 contiene h(Z,y), como se deseaba.

FCC-BUAP)



Maquinas de registros XXI

@ Para k = 0, cuando lleguemos a D n + 1 sin haber ejecutado el bucle en
absoluto, el registro 0 contiene f(Z), que es h(x,0), el registro n + 1 no se
modifica, por lo que todavia contiene y, y el registro n + 2 sigue siendo 0.

@ Ahora vamos al paso inductivo. En el (k + 1)-ésimo paso por el ciclo,
decrementamos el registro n + 1 (segtin la hipétesis inductiva, anteriormente
contenia y — k, por lo que ahora es y — (k + 1)), incrementamos el registro
n + 2 (anteriormente contenia k, por lo que ahora es (k + 1), y en el registro
0 ponemos g(h(Z, k), Z, k), que de hecho es h(Z, k + 1).

@ Entonces, por induccién, la afirmacién se cumple cada vez que iniciamos el
ciclo. El programa se detiene cuando iniciamos el ciclo con 0 en el registro
n+ 1.

@ En este punto, hemos hecho el ciclo y veces (por la afirmacién), y el registro
0 contiene h(Z,y), como se deseaba.

@ El programa se modifica facilmente para el caso en que & sea vacio.
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@ Queremos usar los registros de la siguiente manera:

registro 0 h(t)

registro 1 y—t

registro 2 t

registro 3 espacio de trabajo
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@ Queremos usar los registros de la siguiente manera:

registro 0 h(t)
registro 1 y—t
registro 2 t
registro 3 espacio de trabajo
@ Aqui estd el programa:
I 0
cee (m times)
I 0
—— D 1 Begin loop.
I *+3 Halt when done.
Calculate g from 0, 2 to 0, preserving 3
I 2 ti=t+1
I —(x+3) Repeat loop.
Halt.
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@ Queremos usar los registros de la siguiente manera:

registro 0 h(t)
registro 1 y—t
registro 2 t
registro 3 espacio de trabajo
@ Aqui estd el programa:
I 0
(m times)
I 0
—— D 1 Begin loop.
I *+3 Halt when done.
Calculate g from 0, 2 to 0, preserving 3
I 2 ti=t+1
I —(x+3) Repeat loop.
Halt.
@ EIl argumento de la correccién sigue siendo aplicable con n = 0. —

Martinez (FCC-BUAP) Programas y Méquinas |



Maquinas de registros XXIlII

@ Reuniendo los resultados hasta el momento, llegamos a la siguiente conclusién.

Teorema: Toda funcién recursiva primitiva es computable por maquinas de
registros.
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registros.

@ Este teorema promete programas de maquinas de registros para todas las
funciones recursivas primitivas del capitulo anterior.
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Teorema: Toda funcién recursiva primitiva es computable por maquinas de
registros.

@ Este teorema promete programas de maquinas de registros para todas las
funciones recursivas primitivas del capitulo anterior.

@ Pero, por supuesto, podemos hacerlo mejor:

Teorema: Toda funcién parcial recursiva general es computable por maquinas de
registros.
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@ Reuniendo los resultados hasta el momento, llegamos a la siguiente conclusién.
Teorema: Toda funcién recursiva primitiva es computable por maquinas de
registros.

@ Este teorema promete programas de maquinas de registros para todas las
funciones recursivas primitivas del capitulo anterior.
@ Pero, por supuesto, podemos hacerlo mejor:

Teorema: Toda funcién parcial recursiva general es computable por maquinas de
registros.

@ Prueba: Necesitamos agregar el operador-u

h(Z) = pylg(Z,y) = 0O].
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Reuniendo los resultados hasta el momento, llegamos a la siguiente conclusidn.

Teorema: Toda funcién recursiva primitiva es computable por maquinas de
registros.

Este teorema promete programas de maquinas de registros para todas las
funciones recursivas primitivas del capitulo anterior.

Pero, por supuesto, podemos hacerlo mejor:
Teorema: Toda funcién parcial recursiva general es computable por maquinas de
registros.

Prueba: Necesitamos agregar el operador-p
h(@) = pylg(,y) = 0].
Usamos el programa obvio:

Calculate g from 1, ...,n,0ton+ 1, preserving n + 2

D n+1 Are we there yet?
J 3 Halt.
I 0 y=y+1
I —(+3) Try again.
Halt.
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@ El programa utiliza los registros de la siguiente manera:

registro 0 Y
registro 1 1
registro n Tn

registro n+1 9(Z,y)
registro n+2 espacio de trabajo

FCC-BUAP)



Maquinas de registros XXIV

@ El programa utiliza los registros de la siguiente manera:

registro 0 Y

registro 1 1

registro n Tn

registro n+1 9(Z,y)

registro n+2 espacio de trabajo

@ Por supuesto, es posible que este programa nunca se detenga. —
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Maquinas de registros XXV

@ Este teorema da la mitad de un hecho significativo, formalizar el
concepto de calculabilidad efectiva mediante recursividad general y
formalizar el concepto de calculabilidad efectiva mediante maquinas
de registros conduce a exactamente la misma clase de funciones

parciales.

Programas y Magquinas |

is Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Maquinas de registros XXV

@ Este teorema da la mitad de un hecho significativo, formalizar el
concepto de calculabilidad efectiva mediante recursividad general y
formalizar el concepto de calculabilidad efectiva mediante maquinas
de registros conduce a exactamente la misma clase de funciones
parciales.

@ Pronto llegaremos a la otra mitad.
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Maquinas de registros XXV

@ Este teorema da la mitad de un hecho significativo, formalizar el
concepto de calculabilidad efectiva mediante recursividad general y
formalizar el concepto de calculabilidad efectiva mediante maquinas
de registros conduce a exactamente la misma clase de funciones
parciales.

@ Pronto llegaremos a la otra mitad.

@ En particular, el teorema ilustra que las maquinas de registros son
capaces de hacer mucho mas de lo que podria parecer, inicialmente, a
partir de su muy simple definicién.
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Ejercicios

De un programa de maquina de registros que calcule cada una de las
siguientes funciones.

(1)
1 siz=0
2@ =4, "
0 siz>0
(2)
prod(z,y) =z -y
(3]

exp(z,y) = z¥
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